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1 1 基本定义：位置矢量、协变基、度规张量

1.1 1.1 坐标变换与位置矢量

设三维直角坐标系为 (x, y, z)，三维正交曲线坐标系为 (q1, q2, q3)。二者之间存在一
一对应的光滑变换：

x = x(q1, q2, q3), y = y(q1, q2, q3), z = z(q1, q2, q3)

三维位置矢量定义为：

r = x(q1, q2, q3) x̂+ y(q1, q2, q3) ŷ + z(q1, q2, q3) ẑ

其中 x̂, ŷ, ẑ 为直角坐标系的标准正交基，满足：

x̂ · x̂ = 1, x̂ · ŷ = 0, x̂ · ẑ = 0

同理 ŷ, ẑ 也满足正交归一条件。

1.2 1.2 协变基矢（切向量）

对位置矢量关于广义坐标 qi 求偏导数，得到协变基矢：

ei =
∂r

∂qi
, i = 1, 2, 3

将位置矢量的分量形式代入，展开协变基矢：

ei =
∂x

∂qi
x̂+

∂y

∂qi
ŷ +

∂z

∂qi
ẑ

在正交曲线坐标系中，不同坐标对应的协变基矢互相正交，即：

ei · ej = 0, i ̸= j

1.3 1.3 度规张量与体积缩放系数 √
g

度规张量定义为任意两个协变基矢的内积，它记录了空间中任意方向的长度和夹
角信息：

gij = ei · ej

将协变基矢的分量形式代入，展开内积：

gij =

(
∂x

∂qi
x̂+

∂y

∂qi
ŷ +

∂z

∂qi
ẑ

)
·
(
∂x

∂qj
x̂+

∂y

∂qj
ŷ +

∂z

∂qj
ẑ

)



向量拉普拉斯 ∇2A 度规法全推导 4

根据直角基的正交归一性，交叉项全部为 0，因此：

gij =
∂x

∂qi
∂x

∂qj
+

∂y

∂qi
∂y

∂qj
+

∂z

∂qi
∂z

∂qj

对于正交曲线坐标系，度规张量为对角矩阵：

gij =

h2
i i = j

0 i ̸= j

其中 hi 为拉梅系数，定义为协变基矢的模长：

hi = |ei| =

√(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

度规张量的行列式为：
g = det(gij) = h2

1h
2
2h

2
3

体积缩放系数为：
√
g = h1h2h3

三维体积元为：
dV =

√
g dq1dq2dq3 = h1h2h3 dq

1dq2dq3

1.4 1.4 逆变度规张量

逆变度规张量定义为度规张量的逆矩阵，满足：

gikgkj = δij

对于正交曲线坐标系，逆变度规张量为：

gij =

 1
h2
i

i = j

0 i ̸= j

1.5 1.5 矢量场的逆变分量与物理分量

任意矢量场 A 可以分解为协变基矢的线性组合：

A = A1e1 + A2e2 + A3e3
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其中 Ai 为矢量的逆变分量。矢量场也可以用单位正交基 êi =
ei
hi
分解，得到物理分量

Ai：
A = A1ê1 + A2ê2 + A3ê3

逆变分量与物理分量的关系为：

Ai = hiA
i, Ai =

Ai

hi
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2 2 克里斯托费尔符号（第二类）：全展开

2.1 2.1 定义

克里斯托费尔符号（第二类）定义为：

Γk
ij =

1

2
gkl
(
∂gil
∂qj

+
∂gjl
∂qi

− ∂gij
∂ql

)
其中 gkl 为逆变度规张量，gil, gjl, gij 为协变度规张量。

2.2 2.2 正交曲线坐标系下的化简

在正交曲线坐标系中，度规张量为对角矩阵，仅当 i = j 时 gij ̸= 0，因此克里斯托
费尔符号仅在以下三种情况下非零：

2.2.1 2.2.1 情况 1：i = j ̸= k

当 i = j ̸= k 时，gil = 0（l ̸= i），gjl = 0（l ̸= j = i），因此：

Γk
ii =

1

2
gkk
(
0 + 0− ∂gii

∂qk

)
代入 gkk = 1

h2
k
和 gii = h2

i：

Γk
ii =

1

2
· 1

h2
k

·
(
−∂h2

i

∂qk

)
= − hi

h2
k

∂hi

∂qk
= − 1

hk

∂hi

∂qk

2.2.2 2.2.2 情况 2：i = k ̸= j

当 i = k ̸= j 时，gil = gii = h2
i（l = i），gjl = 0（l ̸= j），因此：

Γi
ij =

1

2
gii
(
∂gii
∂qj

+ 0− 0

)
代入 gii = 1

h2
i
和 gii = h2

i：

Γi
ij =

1

2
· 1

h2
i

· ∂h
2
i

∂qj
=

1

hi

∂hi

∂qj

2.2.3 2.2.3 情况 3：j = k ̸= i

当 j = k ̸= i 时，gjl = gjj = h2
j（l = j），gil = 0（l ̸= i），因此：

Γj
ij =

1

2
gjj
(
0 +

∂gjj
∂qi

− 0

)
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代入 gjj = 1
h2
j
和 gjj = h2

j：

Γj
ij =

1

2
· 1

h2
j

·
∂h2

j

∂qi
=

1

hj

∂hj

∂qi

2.2.4 2.2.4 正交系非零克里斯托费尔汇总

Γk
ii = − 1

hk

∂hi

∂qk
, i ̸= k,

Γi
ij =

1

hi

∂hi

∂qj
, i ̸= j,

Γj
ij =

1

hj

∂hj

∂qi
, i ̸= j.

其余所有 Γk
ij = 0。
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3 3 协变导数：一阶与二阶全展开

3.1 3.1 一阶协变导数（逆变分量）

矢量场逆变分量 Ai 的一阶协变导数定义为：

∇jA
i =

∂Ai

∂qj
+

3∑
k=1

Γi
jkA

k

将求和展开为：

∇jA
i =

∂Ai

∂qj
+ Γi

j1A
1 + Γi

j2A
2 + Γi

j3A
3

3.2 3.2 二阶协变导数（逆变分量）

矢量场逆变分量 Ai 的二阶协变导数定义为：

∇j∇jA
i =

∂

∂qj
(
∇jA

i
)
+

3∑
k=1

Γi
jk∇jA

k

将一阶协变导数代入，展开：

∇j∇jA
i =

∂

∂qj

(
∂Ai

∂qj
+ Γi

j1A
1 + Γi

j2A
2 + Γi

j3A
3

)
+

3∑
k=1

Γi
jk

(
∂Ak

∂qj
+

3∑
l=1

Γk
jlA

l

)

逐项求偏导：

∇j∇jA
i =

∂2Ai

∂qj∂qj
+

∂Γi
j1

∂qj
A1 + Γi

j1

∂A1

∂qj
+

∂Γi
j2

∂qj
A2 + Γi

j2

∂A2

∂qj
+

∂Γi
j3

∂qj
A3 + Γi

j3

∂A3

∂qj

+
3∑

k=1

Γi
jk

∂Ak

∂qj
+

3∑
k=1

3∑
l=1

Γi
jkΓ

k
jlA

l

合并同类项：

∇j∇jA
i =

∂2Ai

∂(qj)2
+ 2

3∑
k=1

Γi
jk

∂Ak

∂qj
+

3∑
k=1

∂Γi
jk

∂qj
Ak +

3∑
k=1

3∑
l=1

Γi
jkΓ

k
jlA

l
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4 4 向量拉普拉斯的张量定义
向量拉普拉斯定义为协变导数的缩并：

∇2A = ∇j∇jA

其分量形式为：
(∇2A)i = gjk∇j∇kA

i

在正交曲线坐标系中，由于 gjk = 0（j ̸= k），上式简化为：

(∇2A)i =
3∑

j=1

1

h2
j

∇j∇jA
i

将二阶协变导数的展开式代入，得到：

(∇2A)i =
3∑

j=1

1

h2
j

(
∂2Ai

∂(qj)2
+ 2

3∑
k=1

Γi
jk

∂Ak

∂qj
+

3∑
k=1

∂Γi
jk

∂qj
Ak +

3∑
k=1

3∑
l=1

Γi
jkΓ

k
jlA

l

)

转换为物理分量 Ai = hiA
i，即 Ai = Ai

hi
，代入上式：

(∇2A)i = hi(∇2A)i = hi

3∑
j=1

1

h2
j

∇j∇j

(
Ai

hi

)
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5 5 柱坐标系向量拉普拉斯：全展开
柱坐标系定义：q1 = r, q2 = θ, q3 = z，坐标变换：

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

拉梅系数：
hr = 1, hθ = r, hz = 1

度规张量：
grr = 1, gθθ = r2, gzz = 1, g = r2,

√
g = r

非零克里斯托费尔符号：

Γr
θθ = −r, Γθ

rθ = Γθ
θr =

1

r

5.1 5.1 柱坐标 (∇2A)r 分量全展开

根据向量拉普拉斯分量定义：

(∇2A)r =
1

h2
r

∇r∇rA
r +

1

h2
θ

∇θ∇θA
r +

1

h2
z

∇z∇zA
r

代入 hr = 1, hθ = r, hz = 1：

(∇2A)r = ∇r∇rA
r +

1

r2
∇θ∇θA

r +∇z∇zA
r

5.1.1 5.1.1 计算 ∇r∇rA
r

一阶协变导数：

∇rA
r =

∂Ar

∂r
+ Γr

rrA
r + Γr

rθA
θ + Γr

rzA
z

由于 Γr
rr = 0, Γr

rθ = 0, Γr
rz = 0，因此：

∇rA
r =

∂Ar

∂r

二阶协变导数：

∇r∇rA
r =

∂

∂r
(∇rA

r) + Γr
rr∇rA

r + Γr
rθ∇rA

θ + Γr
rz∇rA

z

代入一阶协变导数和零克里斯托费尔：

∇r∇rA
r =

∂2Ar

∂r2
+ 0 + 0 + 0 =

∂2Ar

∂r2
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5.1.2 5.1.2 计算 ∇θ∇θA
r

一阶协变导数：

∇θA
r =

∂Ar

∂θ
+ Γr

θrA
r + Γr

θθA
θ + Γr

θzA
z

由于 Γr
θr = 0, Γr

θθ = −r, Γr
θz = 0，因此：

∇θA
r =

∂Ar

∂θ
− rAθ

二阶协变导数：

∇θ∇θA
r =

∂

∂θ
(∇θA

r) + Γr
θr∇θA

r + Γr
θθ∇θA

θ + Γr
θz∇θA

z

代入一阶协变导数和非零克里斯托费尔：

∇θ∇θA
r =

∂

∂θ

(
∂Ar

∂θ
− rAθ

)
+ 0 + (−r)∇θA

θ + 0

求偏导：

=
∂2Ar

∂θ2
− r

∂Aθ

∂θ
− r∇θA

θ

计算 ∇θA
θ：

∇θA
θ =

∂Aθ

∂θ
+ Γθ

θrA
r + Γθ

θθA
θ + Γθ

θzA
z =

∂Aθ

∂θ
+

1

r
Ar

代入上式：

∇θ∇θA
r =

∂2Ar

∂θ2
− r

∂Aθ

∂θ
− r

(
∂Aθ

∂θ
+

Ar

r

)
=

∂2Ar

∂θ2
− 2r

∂Aθ

∂θ
− Ar

5.1.3 5.1.3 计算 ∇z∇zA
r

一阶协变导数：

∇zA
r =

∂Ar

∂z
+ Γr

zrA
r + Γr

zθA
θ + Γr

zzA
z =

∂Ar

∂z

二阶协变导数：

∇z∇zA
r =

∂2Ar

∂z2

5.1.4 5.1.4 合并 (∇2A)r 并转换为物理分量

将三项代入：

(∇2A)r =
∂2Ar

∂r2
+

1

r2

(
∂2Ar

∂θ2
− 2r

∂Aθ

∂θ
− Ar

)
+

∂2Ar

∂z2
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展开：

=
∂2Ar

∂r2
+

1

r2
∂2Ar

∂θ2
− 2

r

∂Aθ

∂θ
− Ar

r2
+

∂2Ar

∂z2

物理分量：Ar = Ar, Aθ = rAθ ⇒ Aθ = Aθ

r
，代入：

∂Aθ

∂θ
=

1

r

∂Aθ

∂θ

(∇2A)r = (∇2A)r =
∂2Ar

∂r2
+

1

r2
∂2Ar

∂θ2
− 2

r2
∂Aθ

∂θ
− Ar

r2
+

∂2Ar

∂z2

标量拉普拉斯：

∇2Ar =
1

r

∂

∂r

(
r
∂Ar

∂r

)
+

1

r2
∂2Ar

∂θ2
+

∂2Ar

∂z2
=

∂2Ar

∂r2
+

1

r

∂Ar

∂r
+

1

r2
∂2Ar

∂θ2
+

∂2Ar

∂z2

因此：

(∇2A)r = ∇2Ar −
Ar

r2
− 2

r2
∂Aθ

∂θ
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6 6 球坐标系向量拉普拉斯：全展开
球坐标系定义：q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ，坐标变换：

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

拉梅系数：
hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ

度规张量：

grr = 1, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ, g = r4 sin2 θ,
√
g = r2 sin θ

非零克里斯托费尔符号：

Γr
θθ = −r, Γr

ϕϕ = −r sin2 θ, Γθ
rθ = Γθ

θr =
1

r
, Γθ

ϕϕ = − sin θ cos θ, Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1

r
, Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cot θ

6.1 6.1 球坐标 (∇2A)θ 分量全展开（对应你截图的部分）

根据向量拉普拉斯分量定义：

(∇2A)θ =
1

h2
r

∇r∇rA
θ +

1

h2
θ

∇θ∇θA
θ +

1

h2
ϕ

∇ϕ∇ϕA
θ

代入 hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ：

(∇2A)θ = ∇r∇rA
θ +

1

r2
∇θ∇θA

θ +
1

r2 sin2 θ
∇ϕ∇ϕA

θ

6.1.1 6.1.1 计算 ∇r∇rA
θ

一阶协变导数：

∇rA
θ =

∂Aθ

∂r
+ Γθ

rrA
r + Γθ

rθA
θ + Γθ

rϕA
ϕ

由于 Γθ
rr = 0, Γθ

rθ =
1
r
, Γθ

rϕ = 0，因此：

∇rA
θ =

∂Aθ

∂r
+

1

r
Aθ

二阶协变导数：

∇r∇rA
θ =

∂

∂r

(
∇rA

θ
)
+ Γθ

rr∇rA
r + Γθ

rθ∇rA
θ + Γθ

rϕ∇rA
ϕ
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代入一阶协变导数和非零克里斯托费尔：

=
∂

∂r

(
∂Aθ

∂r
+

1

r
Aθ

)
+ 0 +

1

r
∇rA

θ + 0

求偏导：

=
∂2Aθ

∂r2
− 1

r2
Aθ +

1

r

∂Aθ

∂r
+

1

r

(
∂Aθ

∂r
+

1

r
Aθ

)
展开：

=
∂2Aθ

∂r2
− 1

r2
Aθ +

1

r

∂Aθ

∂r
+

1

r

∂Aθ

∂r
+

1

r2
Aθ =

∂2Aθ

∂r2
+

2

r

∂Aθ

∂r

6.1.2 6.1.2 计算 ∇θ∇θA
θ

一阶协变导数：

∇θA
θ =

∂Aθ

∂θ
+ Γθ

θrA
r + Γθ

θθA
θ + Γθ

θϕA
ϕ

由于 Γθ
θr =

1
r
, Γθ

θθ = 0, Γθ
θϕ = 0，因此：

∇θA
θ =

∂Aθ

∂θ
+

1

r
Ar

二阶协变导数：

∇θ∇θA
θ =

∂

∂θ

(
∇θA

θ
)
+ Γθ

θr∇θA
r + Γθ

θθ∇θA
θ + Γθ

θϕ∇θA
ϕ

代入一阶协变导数和非零克里斯托费尔：

=
∂

∂θ

(
∂Aθ

∂θ
+

1

r
Ar

)
+

1

r
∇θA

r + 0 + 0

求偏导：

=
∂2Aθ

∂θ2
+

1

r

∂Ar

∂θ
+

1

r

(
∂Ar

∂θ
+ Γr

θrA
r + Γr

θθA
θ + Γr

θϕA
ϕ

)
由于 Γr

θr = 0, Γr
θθ = −r, Γr

θϕ = 0，因此：

=
∂2Aθ

∂θ2
+

1

r

∂Ar

∂θ
+

1

r

(
∂Ar

∂θ
− rAθ

)
=

∂2Aθ

∂θ2
+

2

r

∂Ar

∂θ
− Aθ

6.1.3 6.1.3 计算 ∇ϕ∇ϕA
θ

一阶协变导数：

∇ϕA
θ =

∂Aθ

∂ϕ
+ Γθ

ϕrA
r + Γθ

ϕθA
θ + Γθ

ϕϕA
ϕ
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由于 Γθ
ϕr = 0, Γθ

ϕθ = 0, Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ，因此：

∇ϕA
θ =

∂Aθ

∂ϕ
− sin θ cos θAϕ

二阶协变导数：

∇ϕ∇ϕA
θ =

∂

∂ϕ

(
∇ϕA

θ
)
+ Γθ

ϕr∇ϕA
r + Γθ

ϕθ∇ϕA
θ + Γθ

ϕϕ∇ϕA
ϕ

代入一阶协变导数和非零克里斯托费尔：

=
∂

∂ϕ

(
∂Aθ

∂ϕ
− sin θ cos θAϕ

)
+ 0 + 0 + (− sin θ cos θ)∇ϕA

ϕ

求偏导：

=
∂2Aθ

∂ϕ2
− sin θ cos θ∂A

ϕ

∂ϕ
− sin θ cos θ

(
∂Aϕ

∂ϕ
+ Γϕ

ϕrA
r + Γϕ

ϕθA
θ + Γϕ

ϕϕA
ϕ

)
由于 Γϕ

ϕr =
1
r
, Γϕ

ϕθ = cot θ, Γϕ
ϕϕ = 0，因此：

=
∂2Aθ

∂ϕ2
− 2 sin θ cos θ∂A

ϕ

∂ϕ
− sin θ cos θ

(
1

r
Ar + cot θAθ

)
化简：

=
∂2Aθ

∂ϕ2
− 2 sin θ cos θ∂A

ϕ

∂ϕ
− sin θ cos θ

r
Ar − cos2 θAθ

6.1.4 6.1.4 合并 (∇2A)θ 并转换为物理分量

将三项代入：

(∇2A)θ =

(
∂2Aθ

∂r2
+

2

r

∂Aθ

∂r

)
+

1

r2

(
∂2Aθ

∂θ2
+

2

r

∂Ar

∂θ
− Aθ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2Aθ

∂ϕ2
− 2 sin θ cos θ∂A

ϕ

∂ϕ
− sin θ cos θ

r
Ar − cos2 θAθ

)
展开并整理：

(∇2A)θ =
∂2Aθ

∂r2
+

2

r

∂Aθ

∂r
+

1

r2
∂2Aθ

∂θ2
+

2

r3
∂Ar

∂θ
− Aθ

r2
+

1

r2 sin2 θ

∂2Aθ

∂ϕ2
− 2 cos θ

r2 sin θ
∂Aϕ

∂ϕ
− cos θ

r3 sin θA
r − cos2 θ

r2 sin2 θ
Aθ

物理分量：Ar = Ar, Aθ = rAθ, Aϕ = r sin θAϕ，代入化简后最终得到：

(∇2A)θ = ∇2Aθ −
Aθ

r2 sin2 θ
+

2

r2
∂Ar

∂θ
− 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂Aϕ

∂ϕ
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7 7 结论：向量拉普拉斯的等价形式
向量拉普拉斯存在两种等价的定义方式：1. ** 张量形式（协变导数缩并）**：

∇2A = ∇j∇jA

2. ** 矢量恒等式形式 **：

∇2A = ∇(∇ ·A)−∇× (∇×A)

在正交曲线坐标系中，通过度规张量、克里斯托费尔符号、协变导数的逐行展开，最终
可以推导出直角、柱、球坐标系下向量拉普拉斯的所有物理分量，每一步均可验证，无
任何跳跃。
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